Ejercicio 1A Junio (mod 1) 2023 (Andlisis)

Considera la funcién continua f : R - R definida por f(x) =

o+ e*
(a) (1’5 puntos) Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores
gue alcanzan).
(b) (1 punto) Calcula Xlirpm(xz-f(x)) .

Solucién
1
+e

Considera la funcién continua f : R — R definida por f(x) =

(@)

Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

X -X

Sabemos que los extremos absolutos se encontraran en los extremos del intervalo (-, +0) y las soluciones
de f ‘(x) = 0; en nuestro caso silo en las soluciones de f ‘(x) = 0. Entramos en f(x) con ellos, el mayor valor
sera el del maximo absoluto y el menor valor el de minimo absoluto.

0-1-(e*+ e‘x-(—l)): e -¢e
(ex+ e-X)2 (ex+ e-x )2
Def'(0)=0resultae>*-ex=0 - e*=eX 5 -x=X,dedonde 0 =2xyx=0.

Tenemos: f(X) = f'(x) =

x+e-x’

1 _ 1
e+e’ 1+1

Luego el méximo absoluto y relativo es 1/2 y se alc  anza en x = 0. No tiene minimos absolutos ni rela-
tivos aunque la funcién se acercaa 0 en .

Tenemos f(0) = =1/2.

. . 1 1 1
= lim f(x) = | = = =
X — +00 (X) XLer 1 M 1 O+ 00 0
—+ e —+
e* +00

lim f(x) = lim f(-x) = lim

X — +00 e'x+ ex

(b)

Calcula lim (x*f(x))

La regla de L'Hdpital (L'H) dice: Si “f” y “g” son funciones continuas en [a -6, a + §], derivables en
. f . f!

(a- 9, a+9), verificando que f(a) =g(a) =0 y lim ﬁ =9 , entonces si existe lim I(X)
x=a g(x) O x=2 g'(x)

tim ) _ iy 1)

=2 g'(x) *x-2 g(x)

Tenemos |im (xz-f(x)) = lim [xz{

se verifica que

. La regla se puede reiterar, y también es vélida si tenemos oo/co, y Si X - co,

X — +00 X — +00

—— D = +00-0 (Indeterminacion).
e*+e
Sabemos que si f-g tiende a +w-0, haciendo el cambio f-g = 1—% vemos que tiende a 0/0 0 a /w0 y le pode-

mos aplicar L'H.

(1 (1 (1 (1 (1 im| —2
im | X ——— || = lIm | —— ——— || = M| — | ——— | |= lim -
X oo e+ e™ xotol 1/ x°\ e+ e xorol 1/ x°\ e+ e™ o ix+§

x2 X2
**Calculamos por separado los limites del denominador

X + X + X
lim & = {—°°; L'H}: lim £ = {—°°; L'H}: lim £ =+
+o00

X+ Y X =+ Dy +00 X—to D
e . 1 1 1
lim — = lim > =——=—=0
X0y x—+0 @%.x +00-+00  +00
. 2 . 1 1 1 . L .
Luego lim (x -f(x)) = lim = =— =0, es decir el limite pedido es 0.
X - o0 xo4e| @%@ +0+0 +oo
x* X



Ejercicio 2A Junio (mod 1) 2023 (Andlisis)
Sea la funcion f: [-2, 2] - R, definida por f(x) = x® - 2x + 5.
(a) (1’5 puntos) Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la recta tangen-
te coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(-2)) y (2, f(2)).
(b) (1 punto) Determina la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en
su punto de inflexion.

Solucién
Sea la funcién f: [-2, 2] - R, definida por f(x) = x3 - 2x + 5.

(a)
Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la recta tangente coincide con
la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(-2)) y (2, f(2)).

Sabemos que la pendiente genérica de la recta tangente de la funcién f es f’(x) = 3x?2- 2.
Tenemos (-2, f(-2)) = (-2, 1) y (2, f(2)) = (2, 9). La recta que pasa por (-2, 1) y (2, 9) es de la forma.
1=-2m+n {1:-2m+n

y = mx + n, siendo “m” la pendiente de larecta - =
8=4m

= , de donde 4m =8y
9=2m+n (E,-E))

m = 2.
Igualando pendientes tenemos “2 = 3x2 - 2", donde 3x2 =4 - x2 = 4/3, luego las abscisas en los que la
pendiente de la recta tangente coincide con la pend  iente de la recta que pasa por los puntos

(-2, f(-2)) y (2, f(2)) son x = +V(4/3).
(b)

Determina la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en su punto de
inflexion.

Sabemos que las abscisas “b” de los puntos de inflexién verifican f "(b) =0y f *’(b) #0

Tenemos f(x) = x3-2x +5; f‘(x) =3x2 - 2; f"(x) = 6x yf"(X) =6 # 0

Def"(x) =0 - 6x =0, luego x = 0 es el punto de inflexion.

Recta tangenteenx=0es: y-f(0)=f‘0)-(x-0). Rectanormalenx =0es: y-f(0)=(-1/f'(0))-(x-0)
f(x) = x3 - 2x + 5; luego f(0) =5. f‘(x) = 3x?>—2, luego f ‘(0) = - 2.

La recta tangente pedidaesy -5 = - 2-(x - 0), luego la recta tangente pedidaes y=-2x +5

La recta normal pedida es y - 5 = (-1/-2)-(x - 0), luego la recta normal pedidaes y=x/2+5

Ejercicio 3A Junio (mod 1) 2023 (Andlisis)
Considera la funcién f : R — R, definida por f(x) = x-|x - 1|. Calcula el &rea del recinto limitado por la grafica
de dicha funcién y su recta tangente en el punto de abscisa x = 0.

Solucion
-(x-1) si x-1<0 _ [-x+1 si x<
+(x-1) si x-1=0

X2 +x si x<1

1
Tenemos |x - 1| = { X luego f(x) =x:|x - 1| = {

Xx-1 si x2 x2-x si x=1
El punto x =0 estden larama x <1, donde f(x) =-x2+x (f(0)=0)yf‘(x)=-2x+1 (f‘(0)=1)

Recta tangente enx =0es: y-f(0) =f‘(0)-(x-0) - y-0=1(x - 0), es decir la recta tangente es y =X,
bisectriz del | y lll cuadrante

Veamos la grafica de f(x)
Six <1, f(x) = -x2 + x y su gréfica es un trozo de parabola asi (n) porque el n° que multiplica a x2 es negati-

Vo, con la abscisa de su vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = -2x + 1, de donde x = 1/2 y su vértice es el pun-
to V(1/2, f(1)) = V(1/2, 1/4) = V(0'5, 0'25). Otro punto es (1-, 0)



Six =1, f(x) = x2 - X, cuya grafica es la de un trozo de paradbola con las ramas hacia arriba O (el n® que mul-
tiplica a x2 es positivo), con abscisa del vértice en el nimero que anula la 12 derivada, es decir f ‘(x) = 2x - 1
=0, de donde x = 1/2 y el vértice es V'(1/2, f(1/2)) = V'(1/2,-1/4) = V'(1/2,-0'25). Otro punto es (1, 0).

Veamos el corte dey =x conlaramadefenx=1.
Dex=X2-X - X2-2x=0=x-(x-2)dedondex=2(x=0no estaen x=>1)

Con todo lo anterior un esbozo de la grafica de f, y de su recta tangente en x = 0 es:
|/

Y=X 067

— 42

El &rea pedida es suma se dos &reas, pues f tiene dos ramas:

A _ 1 2 2 2 — (Y2 2 2 X ' » X ’ _
Area =+ [ (x- (x*+x))dx + ["(x- (¢*-))dx = [ ()dx + [ (2x - x*)dx = 5 0+ x| =
=[1/3-0+(4-8/3)-(1-1/3)]u2=1u

Ejercicio 4A Junio (mod 1) 2023 (Andlisis)

Considera la funciéon F : R - R definida por F(x) = joxsen(tz)dt. Calcula Iirrg%(xz)).
x~0 sen(x

Solucion
- Recordamos que una de las propiedades de la integral definida era J.:f(x)dx =0.
- El Teorema Fundamental del Calculo Integral (TFCI) dice: Si f(x) es continua en [a, b] entonces la funcién
G(x) = [* [ f(t) ]dt es derivable y su derivada es G ‘(x) = ( Ja* [f(t)]dt )* = f(x).

- La regla de L'Hépital (L'H) dice: Si “f" y “g” son funciones continuas en [a-d, a+9], derivables en (a-0, a+d),

. f . f! . f!
verificando que f(a) =g(a) =0y Ilim o9 =9, entonces si existe lim I(X) se verifica que lim ﬁ =
x=a g(x) O =2 g'(x) =2 g'(x)
. f
= lm; % (La regla es valida si tenemos oo/, y también si X — )
x-F(X) x-jxsen(tz)dt O-IO sen(f)dt 9.0 o
Luego lim =i 0 —= 0 =—— = Z:L'H;=
x-0sen(x®) x-0 sen(x) sen(0) 0

_ 1-]: sen(t®)dt + x(j: sen(f )dt)I

x-jxsen(t2 )dt 0-j0 sen(®)dt 9.0 0
= lim—=2 —= 0 =—— = —;L'H¢= lim > =
x-0  sen(x?) sen(0) 0 0 x-0 cos(x“)-2x
1-.[: sen(t®)dt + x-sen(x’) j; sen(f )dt + 0-sen(0) g
= = = —:L'H:=
x-0 cos(x?)-2x cos(0)-0 0
- lim sen(x’)+1-sen(x’)+x-cos(xX)-2x _ 0+0-0+0-1-0 _ 02 =0.

x-0  -gen(x?)-2x-2x+cos(x’ )2 0-0 +1-2



Ejercicio 5B Junio (mod 1) 2023 (Algebra)
Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El 60% de los
coches blancos mas el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches vendidos. El 20% de
los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los coches rojos representan la mi-
tad de los coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que blancos. Determina el nUmero de
coches vendido de cada color.

Solucion

Sea:
X = nimero de coches blancos,
y = nimero de coches negros,
Z = nimero de coches rojos.

De, “el 60% de los coches blancos mas el 50% de los coches negros representan el 30% de los coches

vendidos” - 0'6x +05y=03(x +y + 2).

De, “El 20% de los coches blancos junto con el 60% de los coches negros y el 60% de los coches rojos
representan la mitad de los coches vendidos” - 02x+ 06y +0'6z=05(x +y + 2).
De, “Se han vendido 100 coches negros méas que blancos” - y=x+100.

Vamos a intentar resolverlo por el método de Gauss. También se puede resolver por Cramer.

0'3x+02y -03z=0 3x+2y -3z=0 3x+2y -3z=0 _
-03x+ 01y +01z=0=4-3x+1ly +1z=0 (E,+E)) = +3y -2z=0 = 3X:§X:§Sg__§’z__8
y =X + 100 y=x+100 y =X+ 100 X £=

- |9x-3z=-200por2 _[10x -6z =-400
3x-2z=-300 por -3 |-9x + 6z = 900

Sumando x = 500, por tanto y = (500) + 100 = 600, y entrando en -3x +y+z =0 - -1500 + 600 + z =
= 0 de donde z = 900.

Luego se han vendido 500 coches de color blanco, 60 0 de color negro y 900 de color rojo.

Ejercicio 6B Junio (mod 1) 2023 (Algebra)

0 0 m 100
Considera las matrices A=m 0 O |yB=|0 0 1].
0ma O 0 10

a) (0’5 puntos) Determina para qué valores de m existe la inversa de la matriz A.
b) (2 puntos) Para todo m # -1, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial A-X + X = B.

Solucion
0 0 m 100

Considera las matrices A=m 0 O |yB=|0 0 1].
0 m OO 010

(a)

Determina para qué valores de m existe la inversa de la matriz A.

La matriz A tiene inversa si det(A) = |A| #0
0 O m|Adjuntos

m O
[AFlm 0 O primera:m-‘ ‘zm-mzzm3¢05im¢0
m
0 m 0| fia

: o Adj(A)
Sim #0, |A| #0y la matriz A tiene inversa A 1= (TL(| ) .

(b)

Para todo m # -1, resuelve, si es posible, la ecuacién matricial A-X + X = B.

DeA-X+X=B - AX+I-X=B- (A+1):X=B - C-X=BconC=A+1.



0 0 m (100 1 0m .
C=A+l=m 0 O0|+/0 1 O|=fm 1 O |.Calculamos su matriz inversa C'ledJ(C) .
omojlooo/loma1 cl
1 0 m|Adjuntos
[C|=|m 1 Ofprimera =1:-(1-0)—-0+m-(nm?—-0) =1+ m?3 que s6lo es 0 param =-1.
0 m 1 fila
1 m O 1 m* -m . 1 m -m
C={0 1 m|, Adicy=|m 1 m|c=24O 1 |
m 0 1 m> -m 1 cl 1+m m> -m 1

Multiplicando la expresion C-X = B, por la izquierda, por la matrizC* - C1.C.-X=C!B - |1 X=C'B -
- X=C1B.

1 m* -m)(1 00 1 -m m?

Por tanto X =C1.B = 13- -m 1 m|{0 0 1|= ~1-m m 1
1+m ) 1+m )

m- -m 1 0 10 m 1 -m

Ejercicio 7 Junio (mod 1) 2023 (Geometria)
El plano perpendicular al segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) que pasa por su punto medio corta a
los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A, By
C.
Solucién
El plano Tt perpendicular al segmento de extremos PQ que pasa por su punto medio, es el plano mediador
del segmento PQ, y tiene por vector normal el PQ.

Punto medio de PQ es M( (0 + 2)/2, (3 + 1)/2, (8 + 6)/2) = M(1, 2, 7). Vector PQ = (2, -2, -2).
La ecuacion del plano es TT= MX+*PQ = 0, donde ¢ es el producto escalar.

La ecuacion del plano es T= MXPQ=0=(x-1,y-2,z-7) *(2, -2,-2) =2x - 2y - 2z + 16 = 0. Simplifican-
dotenemos M=x-y-z+8=0.

Veamos los puntos de corte del plano t=x-y-z+8=0 con los ejes.
Corte con OX, =0, y =z =0, punto A(-8,0,0)
Corte con QY, =0, x =z =0, punto B(0,8,0)
Corte con OZ, m=0, x =y =0, punto C(0,0,8)

Sabemos que el &rea de un triangulo es 1/2 del area del paralelogramo que determinan sus vectores AB =
=(8,8,0) y AC = (8, 0, 8), es decir 1/2 modulo (|| ||) del producto vectorial (x) de dichos vectores.

i} k|Adjuntos
ABXAC = |8 8 0| primera = i(64-0) - j(64-0) + k(0-64) = (64, -64, -65).
8 0 8| fila
Area triangulo = (1/2)-JABXAC|| = (1/2)-V(642 + 642 + 642) = 32.(3) u2 155'4256258 U2,

Ejercicio 8 Junio (mod 1) 2023 (Geometria)
Considera el punto A(-1, 1, 3) la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, -1).
a) (1'5 puntos) Halla la distancia del punto A a la rectarr.
b) (1 punto) Calcula el area del triAngulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion

Considera el punto A(-1, 1, 3) la recta r determinada por los puntos B(2, 1, 1) y C(0, 1, -1).
(a)

Halla la distancia del punto A a larectar.

Calculamos la distancia como la altura del paralelogramo formado por los vectores BC = (-2, 0, -2)
{es el vector director de la recta r} y el vector BA = (-3, 0, 2)



h=d(A;r)

C 1} r!l

d(P;r) =h
Area paralelogramo = ||BCxBA|| = base por altura = ||BC||H, de donde h = (||BCxBA||)/(||BC]|), donde “x” es
el producto vectorial de dos vectores y || || es el modulo del vector correspondiente, por tanto:

d(A; r) = h = (|IBCxBA[)/(||BC]I)
i j k|Adjuntos

BCXBA = [-2 0 -2| primera =i(0-0) - j(-4-6) + k(0-0) = (0, 10, 0).
-3 0 2| fila

Area paralelogramo = ||[BCxBA|| = V(02 + 102 + 02 ) u2 = 10 u2.

La base del paralelogramo es ||BC|| = V(22 + 02 + 22) ul = V(8) ul.

Luego la distancia pedida es:

d(A; ) = h = (||BCxBA|)/(|IBC]]) = (10 ud)/( V(8) ul) = (10/(8) ) u* = (5V(2)/2 ) u* 03'535534 ul.

(b)

Sabemos que el area de un triangulo es 1/2 del area del paralelogramo que determinan sus vectores AB =
=(-3,0,2)y AC =(1, 0, -4), es decir 1/2 modulo (|| ||) del producto vectorial (x) de dichos vectores.

i j k|Adjuntos
ABXAC = |-3 0 2| primera =i(0-0) - j(12-2) + k(0-0) = (0, 10, 0).
1 0 -4 fila
Area triangulo = (1/2)-||ABXAC]|| = (1/2)-V(0? + 102 + 10%) u? = (1/2)-10 u? = 5 u?.



